
153
-
P
olynôm

es
d’endom

orphism
es

en
dim

ension
finie.

R
éduction

d’un
endom

orphism
e
en

dim
ension

finie.
A
pplications.

Cadre : K est un corps, E un K-ev de dimension finie, et u ∈ L(E).

I Polynômes d’endomorphismes

1) L’algèbre K[X]
Définition 1. Soit P (X) =

∑p
i=0 aiX

i ∈ K[X]. Pour f ∈ L(E), on note :

P (f) =
p∑
i=0

aif
i ∈ L(E) où fk = f ◦ . . . ◦ f︸ ︷︷ ︸

k fois

Pour A ∈Mn(K), on note P (A) =
∑p
i=0 aiA

i ∈Mn(K).

Définition 2. L’application ϕu : K[X] → L(E) définie par ϕu(P ) =
P (u) est un morphisme de K-algèbre. On note K[u] son image.

Remarque 3. Comme K[X] est une algèbre commutative, K[u] aussi.

Théorème 4 (Lemme des noyaux). Soient f ∈ L(E) et P = P1 . . . Pk
dans K[X] tel que les Pi sont premiers entre eux deux à deux, alors :

KerP (f) =
k⊕
i=1

KerPi(f)

2) Polynôme minimal
Définition 5. Le morphisme ϕu possède un noyau non trivial. Comme
K est un corps, ce noyau est un idéal monogène de K[X], on note πu son
générateur unitaire, qu’on appelle polynôme minimal de u. C’est aussi le
polynôme unitaire annulateur de u de plus petit degré.

Remarque 6. Tout endomorphisme annule un polynôme non nul.

Proposition 7. K[u] ∼= K[X]/Ker(ϕu) au sens des K-algèbres.

Proposition 8. L’algèbre K[u] est de dimension deg πu, avec une base
donnée par (IdE , u, . . . , udegπu−1).

Remarque 9. Soit Q ∈ K[X], si Q(f) = 0, alors πu|Q.

Définition 10. Soit λ ∈ K, le scalaire λ est appelée valeur propre de u
s’il existe x ∈ E \{0} tel que u(x) = λx. On dit alors que x est un vecteur
propre de u associé à λ.
On appelle spectre de u, noté Sp(u), l’ensemble des valeurs propres de u.

Remarque 11. (i) 0 est valeur propre de u ssi Keru 6= {0}.
(ii) Pour A ∈ Mn(K), on dit que X ∈ Kn est vecteur propre de A as-

socié à la valeur propre λ ∈ K. On note également Sp(A) le spectre
de A. Si A est la matrice d’un endomorphisme u, Sp(u) = Sp(A).

Définition 12. Soit λ une valeur propre de u. On définit Eλ par :

Eλ = {x ∈ E |u(x) = λx} = Ker(u− λIdE)

Eλ est un sous-espace vectoriel de E stable par u, appelé sous-espace
propre de u associé à la valeur propre λ.

Proposition 13. Soient λ1, . . . , λk des valeurs propres distinctes de u,
alors les sous-espaces propres Eλ1 , . . . , Eλk

sont en somme directe.

Proposition 14. Si f ∈ L(E) et λ ∈ K, alors λ ∈ Sp(f)⇔ πf (λ) = 0.

3) Polynôme caractéristique
Définition 15. Soit A ∈ Mn(K). On appelle polynôme caractéristique
de A le polynôme de K[X] défini par χA(X) = det(A−XIn).

Remarque 16. (i) χA(0) = detA
(ii) Une matrice a même polynôme caractéristique que a transposée.
(iii) Deux matrices semblables ont même polynôme caractéristique.

Exemple 17. Si A = ( 1 2
3 4 ), alors χA(X) = X2 − 5X − 2.

Définition 18. Soit u ∈ L(E). On appelle polynôme caractéristique de
u le polynôme caractéristique de la matrice de u, on le note χu.

Proposition 19. λ est valeur propre de u ssi χu(λ) = 0.

Remarque 20. Soit A ∈Mn(K). On peut écrire :

χA(X) =
n∑
i=0

βiX
i où β0 = (−1)n detA, βn−1 = − trA, βn = 1

Proposition 21. Soit f ∈ L(E) et P ∈ K[X] tel que P (f) = 0.
Si λ est valeur propre de f , alors P (λ) = 0.

Remarque 22. χf et πf ont les mêmes racines.

Exemple 23. (i) Si f est nilpotent d’ordre n, πf (X) = Xn = χf (X).
(ii) Si f est l’application nulle, πf (X) = X et χf (X) = Xn.

Théorème 24 (Cayley-Hamilton). Pour f ∈ L(E), χf (f) = 0.
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II Réduction d’endomorphismes

1) Sous-espaces caractéristiques
Définition 25. Soit f ∈ L(E) tel que χf (X) = (−1)n

∏s
i=1(X − λi)αi .

Pour tout i, le sous-espace vectoriel Ni = Ker(f − λiIdE)αi s’appelle le
sous-espace caractéristique de f associé à la valeur propre λi.

Remarque 26. (i) Pour tout i, Ni est stable par f et dimNi = αi.
(ii) E est somme directe de ses sous-espaces stables.

Définition 27. Soit f ∈ L(E). Il existe un unique r ∈ N? tel que :

{0} = Ker f0  Ker f  . . .  Ker fr = Ker fr+1 = . . . = Ker fq = . . .

r s’appelle indice de f . C’est le plus petit entier tel que Ker fr = Ker fr+1.

Remarque 28. (i) ∀q < r, dim Ker fq < dim Ker fr

(ii) ∀q > r, dim Ker fq = dim Ker fr

(iii) Si f est nilpotent, son indice est égal à son indice de nilpotence.
(iv) E = Im f0 ! Im f ! . . . ! Im fr = Im fr+1 = . . . = Im fq = . . .

Proposition 29. Soit f ∈ L(E) dont le polynôme caractéristique χf est
scindé sur K, χf (X) = (−1)n

∏s
i=1(X − λi)αi , alors :

(i) Le polynôme minimal πf de f est de la forme :

πf (X) =
s∏
i=1

(X − λi)ri avec ∀i, 0 6 ri 6 αi

(ii) ri est l’indice de l’endomorphisme f − λiIdE.

2) Diagonalisation et trigonalisation
Proposition 30. Soient f ∈ L(E) et F un sous-espace vectoriel strict
de E stable par f . En notant g = f |F la restriction de f à F , on a que g
est dans L(E) et que χg divise χf .

Proposition 31. Soit f ∈ L(E), et soit λ ∈ K une racine de χf de
multiplicité h, alors dimEλ 6 h.

Théorème 32. Soit f ∈ L(E), les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) f est diagonalisable
(ii) χf est scindé sur K, et toute racine λ est de multiplicité dimEλ.
(iii) Il existe des valeurs propres λ1, . . . , λp de f vérifiant E =

⊕p
i=1 Eλi

.

Application 33. Un endomorphisme est diagonalisable si, et seulement
si, il admet un polynôme annulateur scindé à racines simples sur K.

Corollaire 34. Soit F un sous-espace vectoriel de E stable par u. Suppo-
sons u diagonalisable (resp. trigonalisable). Alors u|F est diagonalisable
(resp. trigonalisable).

Théorème 35 (Co-réduction). Soit (ui)i∈I une famille d’endomor-
phismes de E commutant deux à deux. Si les ui sont diagonalisables (resp.
trigonalisables), alors on peut les diagonaliser (resp. trigonaliser) dans
une même base.

3) Réduction de Jordan pour les nilpotents
Lemme 36. Soit u ∈ L(E) un endomorphisme nilpotent d’indice q > 1.
Pour tout x ∈ E tel que uq−1(x) 6= 0, la famille Bu,x = (uk(x))16k6q−1
est une famille libre de E et l’espace vectoriel F = Vect(Bu,x) est u-stable.

Théorème 37. Soit u ∈ L(E) un endomorphisme nilpotent d’indice
q > 1. Alors il existe une base B = B1 ∪ . . . ∪ Br de E telle que chaque
s.e.v. Ei = VectBi soit stable par u et que la matrice de u|Ei

soit :

Ji =


0 ··· ··· 0

1
...

...
...
... ...

...
0 ··· 1 0

 ∈Mqi
(K), avec qi = dimK Ei

Théorème 38. Soit u ∈ L(E) non nul tel que χu =
∏p
i=1(X − λi)αi et

Πu =
∏ρ
i=1(X − λi)βi . Il existe une base B de E dans laquelle la matrice

de u soit de la forme A = Diag(J1, . . . , Jρ) avec pour tout k ∈ J1, ρK :

Jk =



λk 0 0 · · · 0

εk,2 λk 0
. . .

...

0
. . . . . . . . . 0

...
. . . εk,αk−1 λk 0

0 · · · 0 εk,αk
λk


∈Mαk

(K), où εk,i ∈ {0, 1}
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III Applications

1) Décomposition de Dunford
Proposition 39. Soient f ∈ L(E) et F ∈ K[X] un polynôme annulateur
de f . Soit F = βMα1

1 · · ·Mαs
s la décomposition en facteurs irréductibles

dans K[X] du polynôme F . Pour tout i, on note Ni = KerMαi
i (f). Alors :

(i) E =
⊕s

i=1 Ni

(ii) Pour tout i, la projection sur Ni parallèlement à
⊕

j 6=iNj est un
polynôme en f .

Théorème 40 (Décomposition de Dunford). Soit f ∈ L(E) dont le poly-
nôme caractéristique χf est scindé sur K. Alors il existe un unique couple
(n, d) d’endomorphismes tels que :
(i) d est diagonalisable, n est nilpotent
(ii) f = d+ n et n et d commutent

De plus, d et n sont des polynômes en f

Application 41. Soit A ∈ Mn(K) tel que χA est scindé sur K. Soit
A = D+N sa décomposition de Dunford, alors la décomposition de Dun-
ford de eA est donnée par eA = eD + eD(eN − In) avec eD diagonalisable
et eD(eN − I) nilpotente.

2) Applications en calcul matriciel
Soit A ∈Mn(K) de polynôme caractéristique χA(X) =

∑n
i=0 βiX

i.

Proposition 42. Soit P un polynôme annulateur de A. En effectuant la
division euclidienne de Xk par P , on a Xk = PQ+R, donc Ak = R(A).
En particulier, on peut prendre P = χA.

Exemple 43. Si A =
(

0 1 1
1 0 1
1 1 0

)
, alors A2 −A− 2I3 = 0. Il vient alors que

Ak = akA+ bkI3 par la proposition. Comme -1 et 2 sont valeurs propres
de A, on a (−1)k = −ak + bk et 2k = 2ak + bk. On en déduit que :

Ak = 2k + (−1)k+1

3 A+ 2k + 2(−1)k

3 I3

Proposition 44. Si A est inversible, alors detA = β0 6= 0, et :

A−1 = − 1
a0

(
n∑
i=1

βiA
i−1

)

Exemple 45. Si A =
(

0 1 1
1 0 1
1 1 0

)
, alors A2 − A − 2I3 = 0, puis

A
( 1

2 (A− I3)
)

= I3. Il vient alors que A−1 = 1
2 (A− I3).

Proposition 46. Soit A = D +N la décomposition de Dunford de A :

exp(A) = exp(D) exp(N)

où exp(D) est calculé par diagonalisation, et exp(N) est une somme finie.

Exemple 47. Si A = ( 3 2
0 3 ) = ( 3 0

0 3 ) + ( 0 2
0 0 ), alors :

exp(A) =
(
e3 0
0 e3

)((
1 0
0 1

)
+
(

0 2
0 0

))
=
(
e3 2e3

0 e3

)

Développements
— Réduction de Jordan (par la dualité) (36,37,38) [Rom20]
— Décomposition de Dunford (39,40) [Gou94]
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