Cadre : K est un corps, F un K-ev de dimension finie, et u € L(E).

I Polynémes d’endomorphismes

1) L’algebre K[X]
Définition 1. Soit P(X) = > " a,X" € K[X]. Pour f € L(E), on note :

P
P(f)=> aif' € L(E) ot ff=fo.. . of
=0 k fois
Pour A € M, (K), on note P(A) = >0  a;A" € M,,(K).
Définition 2. L’application ¢, : K[X] — L(E) définie par ¢, (P) =
P(u) est un morphisme de K-algébre. On note K[u] son image.

Remarque 3. Comme K[X] est une algébre commutative, Ku] aussi.

Théoréme 4 (Lemme des noyaux). Soient f € L(E) et P = P ... Py
dans K[X] tel que les P; sont premiers entre euzx deux d deuz, alors :

k
Ker P(f) = @Kerpi(f)

2) Polyndéme minimal

Définition 5. Le morphisme ¢, posséde un noyau non trivial. Comme
K est un corps, ce noyau est un idéal monogene de K[X], on note m, son
générateur unitaire, qu'on appelle polynéme minimal de u. C’est aussi le
polynéme unitaire annulateur de u de plus petit degré.

Remarque 6. Tout endomorphisme annule un polynéme non nul.
Proposition 7. K[u] 2 K[X]/Ker(p,) au sens des K-algébres.

Proposition 8. L’algébre K[u] est de dimension degm,, avec une base
donnée par (Idg,u, ... ,ude™ 1)

Remarque 9. Soit Q € K[X], si Q(f) =0, alors 7,|Q.

Définition 10. Soit A € K, le scalaire A est appelée valeur propre de u
il existe z € E\ {0} tel que u(x) = Az. On dit alors que x est un vecteur
propre de u associé a .

On appelle spectre de u, noté Sp(u), ’ensemble des valeurs propres de u.

Remarque 11. (i) 0 est valeur propre de u ssi Keru # {0}.

(i) Pour A € M, (K), on dit que X € K" est vecteur propre de A as-
socié a la valeur propre A € K. On note également Sp(A) le spectre
de A. Si A est la matrice d’un endomorphisme u, Sp(u) = Sp(A).

Définition 12. Soit A une valeur propre de u. On définit E) par :
E), ={x € E|u(z) = Az} = Ker(u — A\ dg)

E) est un sous-espace vectoriel de E stable par u, appelé sous-espace
propre de u associé a la valeur propre .

Proposition 13. Soient Aq, ..
alors les sous-espaces propres Ey , ...

.y Ak des valeurs propres distinctes de u,
, B, sont en somme directe.

Proposition 14. Si f € L(E) et A € K, alors A € Sp(f) < 7p(A) =0.

3) Polyndéme caractéristique

Définition 15. Soit A € M,,(K). On appelle polynéme caractéristique
de A le polynéme de K[X] défini par x4(X) = det(4 — X I,,).

(i) xa(0) =det A
(ii) Une matrice a méme polyndme caractéristique que a transposée.

Remarque 16.

(i) Deuz matrices semblables ont méme polynéme caractéristique.
Exemple 17. Si A= (12), alors xa(X) = X? —5X — 2.

Définition 18. Soit u € L(FE). On appelle polynéme caractéristique de
u le polynéme caractéristique de la matrice de u, on le note x,.

Proposition 19. \ est valeur propre de u ssi x,(\) = 0.
Remarque 20. Soit A € M,,(K). On peut écrire :
Xa(X) =) BiX" ot fy=(—1)"det A, B,y = —trA, B, =1
i=0

Proposition 21. Soit f € L(E) et P € K[X] tel que P(f) =0.
Si A est valeur propre de f, alors P(A\) = 0.

Remarque 22. x; et m; ont les mémes racines.

Exemple 23. (i) Si f est nilpotent d’ordre n, m§(X) = X™ = xf(X).
(i1) Si f est Uapplication nulle, np(X) =X et x5(X)=X".
Théoréme 24 (Cayley-Hamilton). Pour f € L(E), xs(f) =0.
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II Réduction d’endomorphismes

1) Sous-espaces caractéristiques

Définition 25. Soit f € L(E) tel que xs(X) = (=1)" [[7_; (X — X\;)*>.
Pour tout 4, le sous-espace vectoriel N; = Ker(f — \;Idg)* s’appelle le
sous-espace caractéristique de f associé a la valeur propre \;.

Remarque 26. (i) Pour tout i, N; est stable par f et dim N; = «;.

(i1) E est somme directe de ses sous-espaces stables.

Définition 27. Soit f € L(E). Il existe un unique r € N* tel que :
{0}=Kerf°CKerfGg...GKerf  =Ker f't' =...=Kerf?=...
r s’appelle indice de f. C’est le plus petit entier tel que Ker f7 = Ker f"+1.

Remarque 28. (i) Vg < r, dim Ker f? < dim Ker f”
(it) Yq > r, dimKer f? = dim Ker f"

(iii) Si f est nilpotent, son indice est égal a son indice de nilpotence.
(iv) E=TImfO2Imf2..2Imfr=Imf = =Imfl=...

Proposition 29. Soit f € L(E) dont le polynome caractéristique x5 est
scindé sur K, xr(X) = (=1)" TT;_; (X — X\)*, alors :

(i) Le polynéme minimal 7y de f est de la forme :

T (X) = H(X —\)" avee Vi, 0 < r; < oy
i=1

(it) r; est lindice de l’endomorphisme [ — N1dg.

2) Diagonalisation et trigonalisation

Proposition 30. Soient f € L(E) et F un sous-espace vectoriel strict
de E stable par f. En notant g = f|p la restriction de f ¢ F, on a que g
est dans L(E) et que xq divise x;.

Proposition 31. Soit f € L(E), et soit A € K une racine de x5 de
multiplicité h, alors dim Ey < h.

Théoréme 32. Soit f € L(E), les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) [ est diagonalisable
(i1) xy est scindé sur K, et toute racine X est de multiplicité dim E}.

(iii) Il existe des valeurs propres A1, ..., N\, de f vérifiant E = @!_| E,,.

Application 33. Un endomorphisme est diagonalisable si, et seulement
st, il admet un polynome annulateur scindé a racines simples sur K.

Corollaire 34. Soit F' un sous-espace vectoriel de E stable par u. Suppo-
sons u diagonalisable (resp. trigonalisable). Alors u|p est diagonalisable
(resp. trigonalisable).

Théoréme 35 (Co-réduction). Soit (u;);er une famille d’endomor-
phismes de E commutant deux d deux. Siles u; sont diagonalisables (resp.
trigonalisables), alors on peut les diagonaliser (resp. trigonaliser) dans
une méme base.

3) Réduction de Jordan pour les nilpotents

Lemme 36. Soit u € L(E) un endomorphisme nilpotent d’indice ¢ > 1.
Pour tout © € E tel que ui~1(z) # 0, la famille B, = (u*(z))1<k<q-1
est une famille libre de E et [’espace vectoriel F' = Vect(By ) est u-stable.

Théoréme 37. Soit v € L(E) un endomorphisme nilpotent d’indice
q = 1. Alors il existe une base B = B1 U...U B, de E telle que chaque
s.e.v. B; = Vect B; soit stable par u et que la matrice de u|g, soit :

0 0
Ji=11" € My, (K), avec ¢; = dimg E;
6 10

Théoréme 38. Soit u € L(E) non nul tel que x, = [T7_ (X — X\i)* et

IT, = [17_, (X — X\)Pi. I existe une base B de E dans laquelle la matrice
de u soit de la forme A = Diag(Ji,...,J,) avec pour tout k € [1,p] :
Ak 0 0 e 0
€k,2 )\k 0 :
Jr = 0 0 EMak(K), 01l€k,i€{0,1}
L Ehar-1 A0
0 0 fpar M
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IIT Applications

1) Décomposition de Dunford

Proposition 39. Soient f € L(E) et F € K[X] un polynéme annulateur
de f. Soit F = M --- M= la décomposition en facteurs irréductibles
dans K[X] du polynéme F'. Pour tout i, on note N; = Ker M (f). Alors :

(i) E=@@i_ Ni
(it) Pour tout i, la projection sur N; parallélement a €, _; N; est un

polynome en f.

Théoréme 40 (Décomposition de Dunford). Soit f € L(E) dont le poly-
nome caractéristique x ¢ est scindé sur K. Alors il existe un unique couple
(n,d) d’endomorphismes tels que :

(i) d est diagonalisable, n est nilpotent
(it) f=d+n etn et d commutent

De plus, d et n sont des polynémes en f

Application 41. Soit A € M, (K) tel que xa est scindé sur K. Soit
A =D+ N sa décomposition de Dunford, alors la décomposition de Dun-
ford de e? est donnée par e = eP + eP(eN — I,,) avec eP diagonalisable
et eP (el — I) nilpotente.

2) Applications en calcul matriciel

Soit A € M,,(K) de polyndme caractéristique xa(X) = >0, 3 X"
Proposition 42. Soit P un polynéme annulateur de A. En effectuant la
division euclidienne de X* par P, on a X¥ = PQ + R, donc A* = R(A).
En particulier, on peut prendre P = x 4.

Exemple 43. 57 A = (? (1) (:15), alors A2 — A — 213 = 0. Il vient alors que
AF = ap A+ bI3 par la proposition. Comme -1 et 2 sont valeurs propres
de A, on a (—1)F = —ay, + by, et 28 = 2ay + bp. On en déduit que :

_oh (k2 a(—1)F
B 3 3
Proposition 44. Si A est inversible, alors det A = 5y £ 0, et :

1 [ .
A*l - _ iA171

AP I3

Exemple 45. Si A = (? (1) é), alors A — A — 2I; = 0, puis

A(3(A—13)) = Is. Il vient alors que A~' = (A — I3).

Proposition 46. Soit A= D + N la décomposition de Dunford de A :
exp(A) = exp(D) exp(N)

ot exp(D) est calculé par diagonalisation, et exp(N) est une somme finie.

Exemple 47. Si A= (32)=(39%)+(32), alors :
e3 0 1 0 0 2 e3 2e3
o= 5) (6 1)+05)-(0 %)

Développements

— Réduction de Jordan (par la dualité) (36,37,38) | |
— Décomposition de Dunford (39,40) | ]
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